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Abstract

Jingste Entwicklungen und Trends im Bereich der Kiinstlichen Intelligenz und des ma-
schinellen Lernens - etwa das Aufkommen grofler Sprachmodelle - haben einer breiteren
Offentlichkeit Konzepte wie trainierbare Algorithmen, neuronale Netze oder Deep Lear-
ning ndhergebracht. Diese Fortschritte lassen sich jedoch nicht allein auf neue Erkennt-
nisse aus jahrzehntelanger Forschung oder den kontinuierlichen Anstieg der Rechenleis-
tung zuriickfithren, sondern auch auf die Verfiigbarkeit grofler, annotierter Datenmengen.
Insbesondere Letztere ermoglichen héufig erst das Training leistungsfihiger Modelle in
verschiedensten Anwendungsdoménen. Die Auswertung von Rohdaten kann jedoch sehr
zeitaufwendig sein, wenn sie nicht sogar génzlich unpraktikabel ist.

Entscheidend ist dabei die Frage, inwieweit sich die entsprechenden Probleme effizient
l16sen lassen. Wahrend fiir viele Problemklassen Algorithmen mit polynomialer Laufzeit
existieren, wichst die Komplexitit anderer exponentiell mit dem Umfang der Eingabe.
Eine mogliche Herangehensweise an diese Herausforderung besteht im inversen Generie-
ren von Problemen. Dabei wird nicht versucht, ein gegebenes Problem einer Doméne zu
l6sen, sondern zu einer vorgegebenen Losung ein Problem zu konstruieren, fir das die
gegebene Losung weiterhin eine optimale Lésung bleibt. Auf diese Weise entsteht eine
Problemstellung, deren Losung bereits bekannt ist, ohne den Rechenaufwand fiir den ei-
gentlichen Losungsprozess aufbringen zu miissen.

In dieser Arbeit wird untersucht, inwiefern ein inverses Generieren von Problemen fiir
das Maximum-Clique- und das Hamiltonian-Cycle-Problem moglich ist. Dabei werden
neben historischen auch intuitive und eigene Generatoren betrachtet und die erzeugten
Probleme hinsichtlich Korrektheit, Komplexitit und spezifischer Eigenschaften analysiert
und verglichen. Insbesondere wird der Frage nachgegangen, ob sich Probleminstanzen mit
bekannter Losung erzeugen lassen, deren Komplexitét gleichwertig oder hoher ist als die
vergleichbarer, relevanter Instanzen innerhalb der jeweiligen Doméne.

Hierzu wurden verschiedene Verfahren implementiert und hinsichtlich Struktur, Losungs-
laufzeit sowie Korrektheit empirisch untersucht.

Die Ergebnisse zeigen, dass es moglich ist, Probleme mit bekannter Losung in einem
breiten Spektrum von Struktur, Komplexitdt und Grofle zu generieren, oftmals jedoch
Vorteile in einer Dimension mit Einschriankungen in einer anderen einhergehen.
Dariiber hinaus zeigt sich, dass identische Ansétze in unterschiedlichen Problemdomé-
nen unterschiedlich effektiv sind. So lassen sich beispielsweise bestimmte, schwer 16sbare
Instanzen des Maximum-Clique-Problems vergleichsweise effizient im Hamiltonian-Cycle-
Problem l6sen.






Abstract

Recent developments and trends in the field of artificial intelligence and machine learning
- such as the emergence of large language models - have brought concepts such as trainable
algorithms, neural networks and deep learning to a wider audience. However, this progress
cannot be attributed solely to new findings from decades of research or the continuous
increase in computing power, but also to the availability of large, annotated amounts of
data. The latter in particular often make it possible to train powerful models in a wide
range of application domains. However, the evaluation of raw data can be very time-
consuming, if not completely impractical.

The decisive factor here is the extent to which the corresponding problems can be solved
efficiently. While algorithms with polynomial runtimes exist for many problem classes,
the complexity of others grows exponentially with the size of the input.

One possible approach to this challenge is the inverse generation of problems. This does
not attempt to solve a given problem in a domain, but to construct a problem for a given
solution for which the given solution remains an optimal solution. In this way, a problem
is created whose solution is already known, without having to expend the computational
effort for the actual solution process.

This thesis examines the extent to which inverse problem generation is possible for the
Maximum-Clique- and Hamiltonian-Cycle-Problem. In addition to historical generators,
intuitive and custom generators are also considered, and the generated problems are
analyzed and compared with respect to correctness, complexity, and specific properties.
In particular, the question of whether problem instances with a known solution can be
generated whose complexity is equivalent to or higher than that of comparable, relevant
instances within the respective domain is investigated.

For this purpose, various methods were implemented and empirically examined with
regard to structure, solution time, and correctness.

The results show that it is possible to generate problems with a known solution in a
wide range of structure, complexity, and size, but often advantages in one dimension are
accompanied by limitations in another.

Furthermore, it turns out that identical approaches are differently effective in different
problem domains. For example, certain hard-to-solve instances of the Maximum-Clique-
Problem can be solved comparatively efficiently in the Hamiltonian-Cycle-Problem.
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1 Einleitung

Jiingste Entwicklungen und Trends im Bereich der Kiinstlichen Intelligenz und des ma-
schinellen Lernens - etwa das Aufkommen groflier Sprachmodelle - haben einer breiteren
Offentlichkeit Konzepte wie trainierbare Algorithmen, neuronale Netze oder Deep Lear-
ning ndhergebracht.

Doch seien es historisch wegweisende Modelle im Bereich der Bilderkennung wie das
AlexNet-Modell [KSH12], weiterfithrende Architekturen wie die VGG- oder ResNet-Modelle
[SSSGIT], oder jiingste Untersuchungen von transformerbasierten Modellen [YZY™23]
oder Pointer-Netzen [VEJ15] zur Losung von Traveling-Salesman-Problemen. Sie alle sind
nicht allein auf neue Erkenntnisse aus jahrzehntelanger Forschung oder den kontinuier-
lichen Anstieg der Rechenleistung zuriickzufiihren, sondern auch auf die Verfiigbarkeit
grofler, annotierter Datenmengen. Ein bekanntes Beispiel fir eine solche Datensammlung
ist der sogenannte ImageNet-Datensatz von Deng et al. [DDST09], mit iiber 3 Millionen
aufbereiteten Bildern aus verschiedenen Themenbereichen inklusive entsprechender An-
notation.

Doch eine solche Auswertung von Rohdaten kann sehr zeitaufwendig sein, wenn sie nicht
sogar ginzlich unpraktikabel ist. Entscheidend ist dabei die Frage, inwieweit sich die
entsprechenden Probleme effizient 16sen bzw. annotieren lassen. Wéahrend fiir viele Pro-
blemklassen Algorithmen mit polynomialer Laufzeit existieren, wachst die Komplexitéit
anderer exponentiell mit dem Umfang der Eingabe.

FEine mogliche Herangehensweise an diese Herausforderung besteht im inversen Generie-
ren von Problemen. Dabei wird nicht versucht, ein gegebenes Problem einer Doméne zu
l6sen, sondern zu einer vorgegebenen Losung ein Problem zu konstruieren, fiir das die
gegebene Losung weiterhin eine optimale Losung bleibt. Auf diese Weise entsteht eine
Problemstellung, deren Losung bereits bekannt ist, ohne den Rechenaufwand fiir den ei-
gentlichen Losungsprozess aufbringen zu miissen.

Doch neben der Erstellung von Trainingsdaten fiir lernende Modelle ist auch die An-
wendung zur Effektivitdtsmessung von approximativen Losungsalgorithmen fiir schwere
Optimierungsprobleme von Interesse, wie es etwa Sanchis in ihrer Dissertation [San89)
beschreibt. Solche Losungsverfahren finden oftmals nur Ann&herungen an die optimale
Losung eines Problems, nicht die exakte Losung. Man kann die Effektivitat eines Verfah-
rens jedoch nur messen, wenn Kenntnis tiber die Differenz der gefundenen zur optimalen
Losung besteht. Es wére daher von Vorteil, ein Verfahren an Probleminstanzen mit be-
kannter optimaler Losung testen zu kénnen.

Aus diesem Anlass beschéftigt sich die Forschung wiederkehrend mit dem Erzeugen syn-
thetischer Probleminstanzen, bei denen die optimale Lésung des Problems im Vornherein
bekannt ist. Brockington und Cuberson [BC93] untersuchten etwa 1993 einen Ansatz, wie
man eine optimale Losung im Maximum-Clique-Problem méglichst gut in einem zufél-
ligen Graphen verstecken kann. Nach dhnlichem Schema untersuchte Sanchis im selben
Zeitraum ein Verfahren fiir das Minimal-Vertex-Cover-Problem [San94]. Zuletzt stellten
Xu et al. [XBHLO7|] ein populdres Verfahren zur Erzeugung schwerer Probleminstanzen
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mit bekannter Losbarkeit fiir diverse Problemklassen mithilfe einer Konstruktion iiber
den sogenannten Phaseniibergang beim Erfiillbarkeitsproblem (SAT) [MZK™99] vor. Aus
diesem Verfahren ist der bekannte BHOSLIB [Xu07| Datensatz hervorgegangen, welcher
bis heute weitreichende Bedeutung als Vergleichsdatensatz zur Messung der Leistung von
Losungsalgorithmen hat.

Das Erzeugen von Problemen mit bekannter Losung ist daher nach wie vor von Aktualitét
und Interesse. Diese Arbeit soll diesbeziiglich einen Beitrag leisten, indem verschiedene
mogliche Verfahren zum Erzeugen von Probleminstanzen mit bekannter Losung fiir das
Maximum-Clique- und Hamiltonian-Cycle-Problem analysiert, empirisch verglichen und
hinsichtlich einer Eignung als moglicher Generator evaluiert werden.

Samtliche in dieser Arbeit vorgestellten Generatoren wurden in Python implementiert
und stehen unter https://github. com/Jumagoro/nphard-generators|zur Verfligung.

1.1 Notation

Im Folgenden sind die in dieser Arbeit verwendeten Notationen, wenn lokal nicht anders
bezeichnet, zusammengefasst:

Symbol Bedeutung

G=(V,E) Ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge F
G=(V,E) Kompl. Graph von G mit E = {(u,v) € V2 :u#vA (u,v) ¢ E}
Vv Menge der Knoten (engl. vertices)

E Menge der Kanten (engl. edges)

n=|V]| Anzahl der Knoten

d Dichte des Graphen

Glu, v] Kante zwischen Knoten v und v in Graph G

a Anzahl hinzugefiigter Kanten

Ayus Kanten, die zusétzlich hinzugefiigt werden sollen

s Grofle der maximalen Clique

Sp GroBe der Hintergrund-Clique (siehe Kapitel

C Die betrachtete (meist maximale) Clique bzw. der betrachtete Pfad
U,V Knoten des Graphen G (aufler in Kapitel
(u,v) Eine Kante von u nach v

grad(v) Grad eines Knotens v

n_ % Anzahl von *

verbindeKnoten(C') Verbindet alle Knoten ¢ € C' miteinander
maxKanten(C) Maximale Anzahl an Kanten im Teilgraph G(C)
kanten(C') Tatséchliche Anzahl an Kanten im Teilgraph G(C)
zufallsKnoten(C) Wiéhlt zuféllig einen Knoten ¢ € C' aus

zufall() Erzeugt eine Zufallszahl z € [0; 1]

Tabelle 1.1: Verwendete Notation


https://github.com/Jumagoro/nphard-generators
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In den nachfolgenden Abschnitten werden zunéchst wichtige Grundkonzepte, welche in
dieser Arbeit behandelt werden, kurz definiert und erldutert. Das Verstdndnis von
Entscheidungs- / Optimierungsproblemen und NP-schweren / -vollstdndigen Proble-
men ist dabei fundamental fiir beide betrachteten Problemklassen, dem Maximum-
Clique-Problem und dem Hamiltonian-Cycle-Problem (2.4)). Die Beschreibungen des
Minimal-Vertex-Cover- , des Maximum-Independent-Set-Problems und der so-
genannten Hintergrund-Clique sind jedoch hauptséchlich fiir die Konstruktion von
Probleminstanzen des Maximum-Clique-Problems relevant.

2.1 Entscheidungs- vs. Optimierungsprobleme

Grundsétzlich lassen sich Probleme in zwei Arten unterteilen. Zum einen gibt es Entschei-
dungsprobleme, welche lediglich ein “ja” oder “nein” zur Antwort haben. Beispielsweise
ist die Frage, ob es in einem Graphen einen vollstidndigen Zyklus gibt, der alle Knoten
beinhaltet, mit einem einfachen “ja” oder “nein” zu beantworten.

Zum anderen gibt es Optimierungsprobleme, bei denen nach einer konkreteren Losung
als nur “ja” oder “nein” gefragt wird. Beispielsweise, welche Knoten einen vollstdndigen
Zyklus in einem Graphen bilden.

Oftmals befinden sich dabei die zwei Arten desselben Problems in unterschiedlichen Kom-
plexitéitsklassen (siche Abschnitt [2.2).

In dieser Arbeit erzeugen die meisten Generatoren Probleminstanzen fiir das Optimie-
rungsproblem (da dadurch beide Arten abgedeckt werden), manche jedoch auch nur In-
stanzen fiir das entsprechende Entscheidungsproblem.

2.2 NP-schwere und NP-vollstandige Probleme

Verschiedene Problemklassen sind oftmals unterschiedlich schwer zu 16sen oder zu verifi-
zieren. Das Generieren von Probleminstanzen mit bekannter Losung ist dabei vor allem
fiir Probleme interessant, welche nicht in polynomialer Laufzeit 16sbar sind (also nicht in
der sogenannten P-Klasse liegen). Man spricht bei solchen Problemen von Problemen, die
mindestens so schwer sind wie Probleme in NP. Probleme in NP definiert, dass diese nicht
polynomial 16sbar sind, eine korrekte Losung jedoch zumindest in polynomialer Laufzeit
verifiziert werden kann. Léasst sich zudem beweisen (z.B. mithilfe einer Polynomialzeit-
reduktion), dass ein Problem genauso schwer ist wie die schwersten Probleme in NP, so
bezeichnet man es als NP-vollstandig.

Beispielhaft dafiir ist das in dieser Arbeit betrachtete Hamiltonian-Cycle-Problem (2.4)).
Das Finden eines hamiltonschen Zyklus ist im Allgemeinen nicht polynomial losbar, eine
gegebene Losung ist jedoch in polynomialer Laufzeit (O(n)) verifizierbar und es existiert
eine Polynomialzeitreduktion auf bekannte NP-vollstindige Probleme. [G.J79a]
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Léasst sich die Losung eines Problems nicht in polynomialer Laufzeit verifizieren, so
bezeichnet man das Problem als NP-schwer. In diese Klasse fillt das ebenfalls in die-
ser Arbeit betrachtete Maximum-Clique-Problem. Die Giiltigkeit einer gefundenen Cli-
que (Clique-Entscheidungsproblem) lésst sich zwar in polynomialer Laufzeit iiberpriifen
(O(n?)), die Maximalitit dieser Clique jedoch nicht. [GJ79al

Neben der exakten Bestimmung einer Problemlésung gibt es jedoch verschiedenste Heuris-
tiken, mit denen Anndherungen an die Losungen mit wesentlich geringerer Zeitkomplexi-
tét erfolgen kénnen. Eine solche Heuristik fiir das betrachtete Maximum-Clique-Problem
koénnte beispielsweise eine gierige Suche sein. Man priift dabei zuerst die Knoten mit dem
hochsten Knotengrad, da diese in der Theorie wahrscheinlicher Teil der maximalen Clique
sind als andere Knoten. Mit dem inversen Generieren von Probleminstanzen mit bekann-
ter Losung kénnen Datensétze erstellt werden, um die Effektivitéit solcher Heuristiken zu
messen.

2.3 Maximum-Clique-Problem

Viele Probleme, insbesondere aus der Kodierungs- und Informationstheorie, lassen sich
auf einen Graphen und das Finden einer moglichst grofien Gruppe (z.B. entsprechender
Codeworter) in diesem Graphen reduzieren [BSSS06]. Dies entspricht dem sogenannten
“Maximum-Clique-Problem”. Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) bezeichnet dabei
eine Knotenmenge C' C V| fiir die der resultierende Teilgraph G(C') vollstdndig verbun-
den ist [HPV93|. In dieser Arbeit wird das Maximum-Clique-Problem fiir ungerichtete,
ungewichtete Graphen untersucht.

2.4 Hamiltonian-Cycle-Problem

Das Hamiltonian-Cycle-Problem beinhaltet die Frage, ob ein Graph einen Pfad (Knoten-
folge) enthilt, sodass jeder Knoten genau einmal enthalten ist und man wieder zuriick
zum Startknoten kommt, um den Zyklus zu schliefen. Es also eine Permutation C' =
(v1,v2,...,v0,) € V™ gibt, fir die gilt Vu,v € C: u # v und Yo; € C\{v,} : (vi,vi41) € E
und (v, v1) € E. In dieser Arbeit wird das Hamiltonian-Cycle-Problem fiir ungerichtete,
ungewichtete Graphen untersucht.

2.5 Minimal-Vertex-Cover-Problem

Die kleinste, alle Kanten tiberdeckende Knotenmenge (im Nachfolgenden auch als “Minimal-
Vertex-Cover” bezeichnet) eines Graphen G = (V, E) bezeichnet die kleinste Teilmenge
V! C V, fir die alle Kanten (u,v) € E mit mindestens einem Knoten aus V' verbunden
sind, also Y(u,v) e E:ue V' Vv e V'

Das Minimal-Vertex-Cover-Problem beschreibt daher das Problem, in einem Graphen G
die kleinste kanteniiberdeckende Knotenmenge V' zu finden und entspricht dabei mit
G = (V, E) dem Maximum-Clique-Problem mit maximaler Clique V. [GJ79D]

Eines der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren nutzt das Minimal-Vertex-Cover-Problem
zur Konstruktion des Maximum-Clique-Problems.
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2.6 Maximum-Independent-Set-Problem

Die grofite unabhéngige Knotenmenge (im Nachfolgenden auch als “Maximum-Independent-
Set” bezeichnet) eines Graphen G = (V, E) bezeichnet die grofite Teilmenge V' C V,
fir die kein Knoten v € V' mit einem anderen Knoten v € V' verbunden ist, also
Vu,v € V': (u,v) ¢ E.

Das Maximum-Independent-Set-Problem beschreibt das Problem, in einem Graphen G
die grofite unabhingige Knotenmenge V' zu finden und entspricht im komplementéiren
Graphen G = (V, F) dem Maximum-Clique-Problem mit maximaler Clique V'. [GJ79b]
Eines der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren nutzt das Maximum-Independent-Set-
Problem zur Konstruktion des Maximum-Clique-Problems.

2.7 Hintergrund-Clique

Als erstes stellte Matula um 1970 [Mat70] fest, dass fir eine feste Dichte die Verteilung
der maximalen Clique eines Zufallsgraphen stark konzentriert ist. Fast jeder Zufallsgraph
einer gewissen Dichte d und Groéfle n hat also in etwa die gleiche Grole der maximalen
Clique. Dieser Befund wurde spéter durch Grimett und McDiarmid [GMT75] sowie Bol-
lobas und Erdés [BET6] bestétigt. Die Grofle sp, dieser Hintergrund-Clique kann als Basis
fiir Problemgeneratoren fiir das Maximum-Clique-Problem genutzt werden.

Als Ansatz dient die Anzahl Y, an Cliquen einer bestimmten Grofie . Die Wahrschein-
lichkeit, dass r beliebige Knoten in einem Graphen der Dichte d vollsténdig miteinander
verbunden sind, ist d(3). Die erwartete Anzahl an Cliquen der Grofle r lasst sich damit
aus der Anzahl aller moglichen Knotenmengen der Gréfie » und der Wahrscheinlichkeit,
dass diese je vollstandig verbunden sind, mit E(Y,) = (7) -d) bestimmen.

Die Grofle s, der maximalen Clique ist somit das r € N, fir das E(Y;) > 1ANE(Y,41) < 1.
Der Wert fiir r ldsst sich dann entweder numerisch oder mithilfe der Stirling-Ann&herung
n! ~ v2mn(2)" berechnen. [Bol0lal

Die obengenannte Bedingung lasst sich wie in (2.1)) gezeigt umformen:

1— (”) d®)
r (2.1)

—(2m)F (=) TR L )

E(Y;)

Ein r, welches diese Gleichung erfiillt, kann dann mit (2.2)) angenéhert werden:
1
r=2-logy(n) — 2 -log,(logy(n)) + 2 - log, (;) +1 mitb= p (2.2)
Eine detaillierte Ausfiihrung dazu findet sich in [BolOla].

Zwei der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren greifen auf die Grofie dieser Hintergrund-
Clique zurtick.






3 Verwandte Arbeiten

Die Idee des inversen Generierens von Probleminstanzen mit bekannter optimaler Losung
ist nicht neu.

So untersuchte etwa Sanchis in ihrer Dissertation 1989 [San89] ein allgemeines Verfah-
ren zur Generierung von Probleminstanzen fiir NP-schwere Probleme bzw. stellte 1994
[San94] explizit einen Ablauf zur Erzeugung von Problemen mit bekannter optimaler
Losung fiir das Minimal-Vertex-Cover bzw. das Maximum-Clique-Problem vor. In ihren
Arbeiten werden jedoch nur einzelne Generatoren betrachtet und nur bedingt mit ande-
ren Graphenklassen und Ansétzen beziiglich Komplexitdt, Struktur und Eigenschaften
verglichen.

Ein weiterer historisch bekannter Generator mit dem Ziel der Erzeugung kiinstlicher Pro-
bleme mit einer eingebauten Losung wurde 1994 von Brockington und Culberson [BC93]
untersucht. Dabei wurden die erzeugten Graphen auch mit zufélligen Graphen vergli-
chen. Der Fokus der Arbeit liegt jedoch auf dem Verfahren selbst, dem Verstecken grofier
Cliquen in Graphen fiir das Maximum-Clique-Problem. Es erfolgt kaum eine Analyse
hinsichtlich anderer Verfahren.

Neben Verfahren fiir das Maximum-Clique-Problem gibt es eine Vielzahl von Generato-
ren fiir das bekanntere Traveling-Salesman-Problem (TSP). So stellten etwa Arthur und
Frendewey 1988 einen Generator fur das TSP vor [AFS88], welcher Probleme mit bekann-
ter optimaler Tour erzeugt. Das Verfahren ist jedoch auf das TSP beschrinkt, und es
erfolgt kaum ein Vergleich in Bezug auf andere Verfahren.

Ein weiterer Generator fiir das TSP wurde etwa von Hougardy und Zhong [HZ21] vorge-
stellt. Bei diesem Verfahren liegt der Fokus jedoch auf dem Erzeugen besonders schwerer
Instanzen. Das Sicherstellen einer bekannten, optimalen Lésung wird nicht betrachtet.
Eine grofere Sammlung verschiedener Verfahren fiir das Maximum-Clique-Problem ver-
offentlichten 1992 Hasselberg et al. [HPV93]. In ihrer Arbeit gehen sie insbesondere auf
die Herkunft und den Ablauf verschiedener Verfahren ein. Es handelt sich jedoch um ei-
ne allgemeine Sammlung von Generatoren, das Ableiten bekannter Losungen wird nicht
betrachtet. Zudem gibt es keinen Vergleich beziiglich der Komplexitdt oder Struktur der
erzeugten Graphen unter den Verfahren.

Neben den genannten Arbeiten gibt es drei weitere, weit verbreitete Problemsammlungen,
welche insbesondere als Messverfahren fiir Losungsalgorithmen fiir das Maximum-Clique-,
Hamiltonian-Cycle- und Traveling-Salesman-Problem verwendet werden. Der erste der
drei ist der sogenannte DIMACS-Datensatz, welcher aus der zweiten DIMACS Challenge
im Jahre 1993 [JT96] hervorgegangen ist und unter anderem Graphen fiir das Maximum-
Clique-Problem enthalt. Dieser ist jedoch zunéchst eine reine Sammlung von existierenden
Graphen, nicht von Generatoren.

Eine zweite bekannte Sammlung, vor allem fiir das TSP, aber auch fiir das Hamiltonian-
Cycle-Problem, ist die sogenannte TSPLIB-Sammlung [Rei91]. Diese enthélt verschie-
dene Probleminstanzen, jedoch nur mit Ober- und Untergrenzen fir die Losungen der
Probleme, keine exakten Losungen. Zudem enthélt auch diese Sammlung keine konkreten
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Generatoren, sondern nur Probleminstanzen.

Ein dritter bekannter Datensatz ist die von Xu vorgestellte BHOSLIB-Sammlung [Xu07].
Diese enthélt schwer zu l6sende Graphen fiir etwa das Maximum-Clique-Problem, in die
mithilfe einer Konstruktion iiber das Erfiillbarkeitsproblem (SAT) bekannte Losungen
eingesetzt wurden [XBHLOT7]. Xu et al. betrachten dabei einen anderen Ansatz als die in
dieser Arbeit vorgestellten Generatoren, nédmlich den sogenannten Phaseniibergang bei
Erfiillbarkeitsproblemen [MZK™99]. Dieser scheint in Bezug auf das Ziel, die Erzeugung
(schwerer) Probleminstanzen mit bekannter Losung, durchaus vielversprechend und hat
sich bereits empirisch mehrfach bestatigen kénnen.

Einen dhnlichen Ansatz nutzten Sleegers und van den Berg [SvdB22] in Kombination mit
evolutiondren Algorithmen, um besonders schwere Probleminstanzen fiir das Hamiltonian-
Cycle-Problem zu erzeugen. Dabei stellte sich eine Gruppe von Graphen als besonders
schwer heraus, deren Mitglieder alle eine verwandte Struktur teilen. Dieses Verfahren ba-
siert jedoch nicht auf einer zuvor bekannten Losung, und die Erkenntnisse konnten nicht
genutzt werden, um einen allgemeinen Problemgenerator fiir Probleme konstant hoher
Komplexitét abzuleiten.

Ein eher unbekannter Datensatz fiir das Traveling-Salesman-Problem und Hamiltonian-
Cycle-Problem wurde von Baniasadi et al. in [BEHR18] vorgestellt. Bei dieser Sammlung
wurden verschiedenste schwere Graphen aus der Literatur oder abgednderten Zufallsge-
neratoren untersucht und zusammengestellt. Das Erzeugen von Problemen mit bekannter
optimaler Losung fand jedoch keine Betrachtung. Aulerdem enthélt die Sammlung Pro-
bleminstanzen speziellerer Strukturen, deren Erkenntnisse nicht ohne Weiteres auf eine
Vielzahl unterschiedlicher Graphen iibertragbar sind.

Abschlieflend sei noch auf eine konzeptionelle Perspektive des Erzeugens von Problemen
mit bekannter Losung verwiesen. Eine solche stellen beispielsweise Pilcher und Rardin
[PR92] in ihrer Arbeit vor. Dabei handelt es sich um einen allgemeineren Ansatz, der
theoretisch auf verschiedene Problemklassen iibertragen werden kénnte, um Probleme
mit bekannter Losung zu erzeugen. Es wird jedoch als konkrete Problemklasse nur das
Traveling-Salesman-Problem betrachtet und dabei hauptsachlich die Theorie des Verfah-
rens, kein konkreter Generator.



4 Methodik

Zunéchst soll dargestellt werden, welche Ansétze fiir die Untersuchung ausgewéhlt wur-
den, inwiefern diese sich fiir das Erstellen synthetischer Probleme mit bekannter Losung
eignen konnten, sowie deren Prozedur beschrieben werden.

4.1 Maximum-Clique-Problem

4.1.1 Intuitiver Ansatz

Zunachst soll ein Ansatz gezeigt werden, der auf einer intuitiven Herangehensweise an
das Erzeugen von Graphen mit einer bekannten Maximum-Clique basiert. Dieser soll
insbesondere als ein erster Test dienen, ob das synthetische Erzeugen von Instanzen fiir
das Maximum-Clique-Problem mit bekannter Lésung grundsétzlich méglich ist.

4.1.1.1 lIdee

Die Grundidee hinter vielen Ansétzen beim Erzeugen synthetischer Probleme ist das Ein-
betten einer beliebigen Losung in das Problemszenario, hier den Graphen, und anschlie-
Bendes Verstecken der Losung durch Generieren einer vermeintlich zufilligen Umgebung,
in diesem Fall weiterer Kanten.

Der folgende intuitive Ansatz soll den Erhalt der urspringlichen Losung sicherstellen,
indem Knoten auflerhalb der eingebetteten Clique nie mehr Kanten erhalten kénnen, als
eine Clique, die grofler als die urspriingliche ist, benotigen wiirde.

4.1.1.2 Problemgenerator

Um nach oben genannter Idee eine Probleminstanz zu erzeugen, wird zunéchst, wie in
Algorithmus [1] dargestellt, eine beliebige Clique C' der Grofle s € N gebildet und anschlie-
Bend in den Graphen gesetzt. Fiir jeden Knoten ¢ € C gilt nun grad(c) = s — 1.

Die Kenntnis iiber den Grad der Knoten in C' erméglicht nun im zweiten Schritt das
Verbinden der verbliebenen Knoten v ¢ C' zu je maximal s — 1 anderen Knoten. Dadurch
wird sichergestellt, dass keine Cliquen der Grofle s; > s entstehen kdnnen.

In Bezug auf die Dichte des Graphen gibt es allerdings eine Obergrenze, welche sich aus
der Anzahl der Kanten der Clique C' und den méglichen Kanten der verbleibenden Kno-
ten v ¢ C ergibt. Die Dichte ist maximal, wenn letztere stets nur zu Knoten der Clique
C verbunden werden und ldsst sich nach bestimmen.

dmax ($,n) = 0.55(s =)+ (n—s)(s—1) _ (s—1)(n—0.5s)
e 0.5n(n — 1) 0.5n(n — 1)

(4.1)
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Algorithm 1 Intuitiver Generator fiir das Maximum-Clique-Problem
Require: n>s>0, 0<d<1
1: C' + Wahle s zufillige Knoten aus V
2: verbindeKnoten(C')
3: ys ¢ d-maxKanten(G) - kanten(C) > Anzahl zusitzlicher Kanten
4: for all u € C do

5 andere < V \ {u}

6 b+ 0 > Grad von u
T: for all v € andere do

8 if G[u,v] then

9: b+ b+1

10: andere < andere \ {v}

11: end if

12: end for

13: while b < s — 1 A |andere| > 0 do
14: if a.,s <0 then

15: return

16: end if

17: v « zufallsKnoten(andere)

18: Glu,v] < true

19: andere < andere \ {v}
20: Arys — Ooys — 1
21: end while
22: end for

4.1.2 C-Fat Graphen

Neben der Entwicklung eigener Verfahren besteht eine weitere Moglichkeit fiir das Erzeu-
gen geeigneter Probleminstanzen in der Analyse und Verwendung bereits existierender
Verfahren. Eine solche, historisch aus dem DIMACS-Datensatz [JT96] bekannte Klasse
von Graphen sind die sogenannten C-Fat-Ringe. Im Folgenden soll die Struktur dieser
Graphenklasse untersucht und daraus Mdoglichkeiten zum Ableiten einer enthaltenen ma-
ximalen Clique aufgezeigt werden.

4.1.2.1 Hintergrund

Graphen der C-Fat-Klasse entstammen urspriinglich einem Verfahren zur Fehlerdiagnose
von grofien Multiprozessor-Systemen nach Berman und Pelc [BP90], Teil dessen unter
anderem das Finden einer maximalen Clique in den C-Fat-Graphen ist.

Der Graph besteht dabei aus n € N Knoten, welche in k = L#(MJ moglichst gleich grofie
Partitionen Wy, ..., Wy mit W; = {u € {0,...,n—1} | w mod k = i} unterteilt werden.
Dabei gilt fiir je zwei Knoten u € W; und v € Wj: (u,v) € E <= u #vAl|i—j| €
{0,1,k — 1}. [HPV93]

Zwei unterschiedliche Knoten sind also genau dann verbunden, wenn sie in derselben oder
in zwei aneinandergrenzenden Partitionen sind. Dadurch entsteht ein ringartiger Aufbau,

wie in Abbildung [4.1] zu sehen.
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4.1 Maximum-Clique-Problem

()
() (2)
(&

(a) Struktur eines C-Fat-Graphen fiir k = 4 (b) Struktur eines C-Fat-Graphen fiir k =
3

Abbildung 4.1: Ringartige Struktur der C-Fat-Graphen fiir & = 4 Partitionen (4.1a)) und

k = 3 Partitionen (4.1b).

Da benachbarte Partitionen vollstédndig miteinander verbunden sind, ldsst sich die grofite
Clique C' wie folgt ableiten:

fiie o —
O — WoU W7 UWy fir 3 (4.2)
Wo U Wy sonst

beziehungsweise gilt fiir die Anzahl der Knoten in C:
0] = {2. 2] + min(n mod k,2) fiir k >4 (4.3)

n sonst

4.1.2.2 Problemgenerator

Um aus diesen Erkenntnissen einen Problemgenerator mit Losungsbereitstellung zu ge-
winnen, wird die urspriingliche C-Fat-Prozedur (vgl. [HPV93]) um eine entsprechende
Logik zur Bestimmung der maximalen Clique erweitert (siche Algorithmus [2). Fiir die
trivialen Falle k < 3 besteht die maximale Clique aus allen Knoten. Fiir die nicht trivialen
Félle k > 4 wird fiir jeden Knoten u € {0,...,n—1} gepriift, ob u € Wy U W) und falls
ja, der maximalen Clique C hinzugefiigt:

4.1.3 Sanchis Graphen

Ein weiteres bekanntes Verfahren ist der sogenannte Sanchis-Generator, nach Sanchis
[San94], bei dem explizit eine definierte Losung in einem Graphen versteckt wird. Die-
ser wurde urspriinglich fir das Vertex-Cover-Problem entwickelt, kann jedoch auf das
Maximum-Clique-Problem iibertragen werden [HPV93].

11
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Algorithm 2 C-Fat Generator fiir das Maximum-Clique-Problem

Require: ¢ >0, n>0

1: k<« \_CZZJWJ

2: foru=0ton—2do > Partitionen erstellen
3: part, < u mod k

4: forv=u+1ton—1do

5: part, < v mod k

6: diff < |part, — part,|

7: if diff <1V diff =k —1 then
8: Glu,v] + true

9: end if

10: end for

11: end for

12:

13: C « {} > Bestimmen der maximalen Clique
14: if k < 3 then

15: C+{0,...,n—1}

16: else

17: foru=0ton—1do

18: part, < u mod k

19: if part, =0V part, = 1 then
20: C+ CU{u}

21: end if

22: end for

23: end if

4.1.3.1 Hintergrund

Bei diesem Ansatz wird zuerst im komplementéiren Graphen G(V, E) durch das Bilden von
moglichst gleich grofien, ineinander vollstdndig verbundenen Partitionen eine minimale
Knoteniiberdeckungsmenge erzeugt. Diese besteht aus allen bis auf einen Knoten jeder
Partition. Die einzelnen, iibrigen Knoten jeder Partition bilden zusammen im Graphen
G(V, E) eine maximale Clique. [PX94]

4.1.3.2 Problemgenerator

Zum Erzeugen einer maximalen Clique der Grofle s € N wird der komplementéare Graph
in s moglichst gleich grofe Partitionen Wy,...,Ws_1 mit W; = {u € {0,...,n — 1} |
umod s = i} aufgeteilt und diese in sich vollstdndig verbunden (siehe Algorithmus .
Anschlieflend werden die ersten s Knoten u € {0,...,s — 1} als maximale Clique C
definiert (aus jeder Partition der erste Knoten). Die verbleibenden Knoten sind Teil der
minimalen Knoteniiberdeckungsmenge.

In einem zweiten Schritt kénnen weitere Kanten im komplementiren Graphen G bis
zu einer Maximalzahl von amee = (3) — (5) hinzugefiigt werden, um die Dichte des
eigentlichen Graphen G (des Maximum-Clique-Problems) zu verringern. Dabei muss je
mindestens ein Kantenende u oder v ein Knoten auflerhalb der maximalen Clique C sein,
da sonst in G die maximale Clique nicht mehr vollstdndig verbunden ware.

12
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Algorithm 3 Sanchis Generator fiir das Maximum-Clique-Problem
Require: n>s>0, 0<d<1
: C«+{0,...,s—1}
a0 > Anzahl hinzugefiigter Kanten
:foru=0ton—2do > Partitionen erstellen
part, < u mod s
forvr=u+1ton—1do

part, < v mod s

if part, = part, then

Glu,v] + true
a+a+1

end if
end for
: end for
Fmaz <= (5) = (3)
D Qgoll < (g) : (1 - d)
: while a < min(amqz, asor) do > Zufillige Kanten einfligen
U< v
while u = v V G[u, v] do

u < zufallsKnoten(V '\ C)

v < zufallsKnoten (V)
end while
Glu,v] + true
a+—a+1
: end while

NI N T N T N R R T S S e
W 29 Y0 g R w2

4.1.4 Hamming Graphen

Aus der Kodierungstheorie ist der sogenannte Hamming-Abstand ein bekanntes Mittel
zur Fehlererkennung und -behebung. Dieser Abstand beschreibt die Anzahl an Bits, in
denen sich zwei bindre Worte voneinander unterscheiden. Dabei kénnen beispielsweise
mit einem Abstand von d bis zu d — 1 Fehler erkannt und L%j Fehler korrigiert werden
[MST7T].

Mochte man eine Menge bindrer Worter finden, die zueinander stets einen Hammingab-
stand von d haben, so kann dies mithilfe des Findens einer maximalen Clique in einem
entsprechenden Graphen modelliert werden [HPV93].

4.1.4.1 Hintergrund

Zum Finden einer solchen maximalen Clique fiir bindre Worter der Lange I € N wird
ein Graph derart konstruiert, dass jeder Knoten eines der moéglichen bindren Worte in
Form dessen Dezimaldarstellung reprasentiert. Dabei werden zwei Knoten u, v € V genau
dann verbunden, wenn die binidre Darstellung ihres Dezimalwertes einen Hammingab-
stand dy, > d aufweist (siehe Abbildung [4.2). [PX94]

Im Kontext des Konstruierens mit bekannter Losung wurden insbesondere Graphen mit
einer Hammingdistanz von d = 2 betrachtet, da dabei der Graph in genau zwei Grup-

pen unterteilt wird, eine mit allen bindren Worten mit gerader Anzahl gesetzter Bits,

13
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die andere mit ungerader Anzahl. Die maximale Clique ist dann diejenige Gruppe mit
den meisten Knoten. Fiir Abstdnde d > 2 konnten in dieser Arbeit keine Regeln aus den
Strukturen fiir die Zusammensetzung der Cliquen abgeleitet werden. In Kapitel [5.1.4] wird
jedoch fir d = 3 eine empirisch hergeleitete Formel fiir die Gréfie der maximalen Clique
vorgestellt.

Das in [HPV93| vorgestellte Verfahren erzeugt nur Graphen mit einer Knotenanzahl von
n = 2! fiir eine gegebene Wortlinge I. Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Verfahren so
angepasst, dass das Erzeugen fiir ein beliebiges n € N moglich ist, durch Weglassen der
letzten 2MM°g2()1 — 5 Knoten.

(a) Struktur eines Hamming-Graph (b) Struktur eines Hamming-Graph
mit n =5und d =2 mit n =6 und d =2

Abbildung 4.2: Struktur von Hamming-Graphen fiir n = 5 (4.2a)) und n = 6 (4.2b) bei

einer Hammingdistanz von d = 2.

4.1.4.2 Problemgenerator

Aufgrund der Modifizierung zu beliebigen Knotenzahlen wird als erstes aus der Knoten-
zahl n die Wortlange [ = [logy(n)] berechnet. Anschlieend wird fiir jedes Knotenpaar
(u,v) € V? der Hammingabstand dy,» berechnet und das Paar verbunden, wenn d,, , > 2.
Anschlieend kann die maximale Clique durch Aufzédhlen der beiden Gruppen bestimmt
werden (siehe Algorithmus [4)).

4.1.5 Brock Graphen

In den vorangehenden Kapiteln wurden vor allem strukturierte Ansétze betrachtet. Die
nachfolgend vorgestellten Verfahren nutzen dagegen verstiarkt Zufallskomponenten, um
den Graphen zu erstellen. Bei solchen Verfahren wird haufig auf die sogenannte Hinter-
grund-Clique zuriickgegriffen, welche in Kapitel erlautert wurde.

Ein historisch bekannter Ansatz ist der sogenannte DELTA Graph Generator, im Nach-
folgenden auch als “Brock” bezeichnet, nach Brockington und Culberson [BC93].

Die Idee ist dabei dhnlich wie beim Sanchis-Ansatz (vergleiche Kapitel : Es wird
versucht, eine vorher definierte Clique in einem Graphen mit zufilligen weiteren Kan-
ten zu verstecken. Das Verfahren legt den Fokus jedoch auf das Verstecken von Cliquen
(wesentlich) groler als die Grofle der Hintergrund-Clique.

4.1.5.1 Hintergrund

Das Verfahren nach Brockington und Culberson nutzt eine Konstruktion iiber das Maxi-
mum-Independent-Set-Problem (siehe Kapitel , welches im komplementiren Graphen
dem Maximum-Clique-Problem entspricht. Dabei wird versucht, den Knotengrad von

14
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Algorithm 4 Hamming Generator (d = 2) fiir das Maximum-Clique-Problem

Require: n >0
1: | < [logy(n)]

2: foru=0ton—2do > Knoten verbinden
3: forv=u+1ton—1do

4: dist + 0

5: for pos=0tol—1do > Hammingdistanz berechnen
6: if | 556s] mod 2 # | 5555 | mod 2 then

T dist + dist +1

8: end if

9: end for

10: if dist > 2 then

11: Glu, v] < true

12: end if

13: end for

14: end for

15: ‘/gerade — {}
16: Vungerade — {}

17: foru =0ton —1do > Maximale Clique ermitteln
18: if anzahlEinsen(u) mod 2 = 0 then
19: Vgerade A Vgerade U {u}

20: else

21: Vungerade <~ Vungerade U {u}

22: end if

23: if |Vgerade| > |Vungerade| then

24: C «+ Vgerade

25: else

26: C <+ Vungerade

27: end if

28: end for

Knoten aulerhalb der versteckten Clique basierend auf einer sogenannten Versteckungs-
tiefe h so anzugleichen, dass die Knoten der Clique schwerer anhand ihres Knotengrads
als potenzielle Mitglieder zu identifizieren sind. [BC93]

4.1.5.2 Problemgenerator

Der Generator erzeugt als erstes eine beliebige Knotenmenge C' mit |C| = s, welche die
grofite unabhéngige Knotenmenge (beziehungsweise die grofite Clique) représentiert.

Anschlieflend werden basierend auf der Knotenzahl n, der Grofle der versteckten Clique
s, der Zieldichte d und einem Versteckungsparameter h € [0; 4] zwei Dichten pg und p; fiir
den Graphen G berechnet. pg definiert die Dichte der Verbindungen von je zwei Knoten
vy,vg € V'\ C, also auflerhalb der unabhéngigen Menge. p; die Dichte an Verbindungen
von Knoten v; € V' \ C zu Knoten vy € C. Fiir eine Versteckungstiefe von h = u + 1
beschreibt I,, die Menge von noch nicht gefundenen Knoten aus C, wenn bereits © Knoten
korrekt aus C' identifiziert wurden. I,, die Menge der Knoten, die noch zu durchsuchen
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sind, also keine Verbindung zu bereits gefundenen Knoten haben und nicht in I, sind.
Die Wahrscheinlichkeiten py und p; sollen so berechnet werden, dass nach u korrekt ge-
fundenen Knoten ein Losungsalgorithmus keine Informationen aus den zu erwartenden
Knotengraden y beider Gruppen ziehen kann, also u(l,) = u(I,). [BC93]

Der erwartete Anfangsknotengrad fiir Knoten in C' = I setzt sich aus der Anzahl statis-
tischer Verbindungen zu Knoten in Iy = V \ Iy zusammen:

p(lo) = p1-(n—s) (4.4)

Der fiir Knoten in Iy aus der Anzahl statistischer Verbindungen zu anderen Knoten in
Iy und den Verbindungen zu Knoten in Iy:

wlo)=po-(n—s—1)+p1-s (4.5)

Da man jedoch den Erwartungswert nach u korrekt gefundenen Knoten aus Iy betrachtet
und durch jeden korrekt gefundenen Knoten die Anzahl der Knoten in Iy um den Faktor
(1 — py) verringert wird, muss der erwartete Knotengrad beider Gruppen somit noch
um (1 — pp)" korrigiert werden. Auflerdem entfallen die u gefundenen Knoten aus Iy als
mogliche Verbindungspunkte fiir Verbindungen von Knoten aus Ij.

p(lu) = p1-(n—s)- (1 -p)* (4.6)

p(ly) =po-((n—38)-(1—p)*—1)+p1-(s—u) (4.7)

Da iiber G insgesamt eine Dichte von p = 1 — d gelten soll, lisst sich der durchschnittli-
che Knotengrad ¢ der verbliebenen Knoten nach u korrekt gefundenen Knoten wie folgt
definieren:

t=p-((s—u)+(n—s)(1—p)*—1) (4.8)
Aus u(l,) = u(I,) =t folgt dann
t = p(ly)
0=p(ly) —t (4.9)

=pi(n—s)(1 —p)* —p((s —u) + (n = s)(1 —p1)" = 1)
= (1 =p)n—s) (1 —p)* —p(s —u—1)

Hieraus ldsst sich p; bei festem u, p, n und s numerisch bestimmen. py ergibt sich an-

schlieBend aus p(I,) = p(ly):

(n—s)(L—p1)" = (s —u)
(n—s)(1—p)*—1
Basierend auf diesen Dichten werden dann alle Knoten aus V' \ C untereinander bzw. zu

Knoten in C' verbunden (siehe Algorithmus [5)). Eine ausfiihrlichere Herleitung findet sich
in der entsprechenden Arbeit von Brockington und Culberson [BC93].

Po = p1 (4.10)

4.1.6 Zufallsgraphen und Hintergrund-Clique

Bei der Untersuchung des Brock-Verfahrens zeigte sich, dass auch fiir eine Versteckungs-
tiefe von h = 0, also ohne Verwendung einer Versteckungslogik, die Graphen nicht leichter
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Algorithm 5 Brock Generator fiir das Maximum-Clique-Problem
Require: n>s>0, 0<d<1, 0<h<4

1: C' + Wahle s zufillige Knoten aus V'

2 u+h-—1

3: p1 < berechnePl(n,1 —d, s, u)

4: pp < berechneP0(n, s, u, pl)

5. for all v; € V'\ C do

6 for all v € V'\ C do > Verbinde zu Knoten auferhalb C
7 if v1 < vg A zufall() < pp then

8: Glu,v] + true

9: end if

10: end for

11: Qsoll < S+ Lpl—‘

12: while a,,;; > 0 do > Verbinde zu Knoten in C
13: while true do

14: vy < zufallsKnoten(C')

15: if Glu,v] = false then

16: Glu,v] + true

17: Asoll  Asoip — 1

18: break

19: end if
20: end while
21: end while
22: end for

zu losen waren als mit Verstecken. Es stellt sich daher die Frage, ob schlicht das Einset-
zen einer grofferen Clique als die Hintergrund-Clique zu vergleichbaren Ergebnissen fithren
kann.

4.1.6.1 Hintergrund

Die Idee ist, dass allein aufgrund der Zufallskomponente in zufilligen Graphen vereinzelt
Knoten mit demselben oder einem hoheren Grad als der von Knoten der eingesetzten
Clique C' auftreten und daher automatisch zu einem gewissen “Verstecken” fiihren.
Setzt man nun eine Clique C' um s, grofler als die errechnete Grofie der Hintergrund-
Clique ein, kénnte diese unter Umstédnden als optimale Losung erhalten bleiben.

4.1.6.2 Problemgenerator

Der Generator (im Nachfolgenden auch als “SynA3” bezeichnet) erzeugt als Erstes, wie in
Algorithmus 6] dargestellt, einen beliebigen Zufallsgraphen mit n Knoten und einer Dichte
d. Anschliefend wird die Grofle s, der theoretischen Hintergrund-Clique errechnet und
darauf basierend eine zuféllige Knotenmenge der Gréfie s, + s, als maximale Clique C' in
den Graphen eingesetzt. Dabei muss lediglich ein Teil der benétigten Kanten eingefiigt
werden, da die Knoten der Clique bereits Teil des Zufallsgraphen sind.
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Algorithm 6 SynA3 Generator fiir das Maximum-Clique-Problem
Require: n>s,>0, 0<d<1
azys — d - maxKanten(G) > Erstelle Zufallsgraphen
while a,,s > 0 do
u + zufallsKnoten(V')
v < zufallsKnoten (V)
if u # v A Glu,v] = false then
Glu,v] + true
Ooys $— Qays — 1
end if
end while
sp < berechneBackgroundClique(n, d)
: C + Wabhle sy, + s, zufallige Knoten aus V'
: verbindeKnoten(C')

— =

4.1.7 Johnson- und Keller-Graphen

Der Vollstéandigkeit wegen seien hier noch die bekannten Johnson- und Keller-Graphen
erwahnt.

Die Johnson-Graphen stammen, dhnlich wie die Hamming-Graphen (siehe Kapitel ,
aus dem Bereich der Kodierungstheorie. Bei diesen werden gewichtete bindre Worter be-
trachtet, also nur Worte, die stets w gesetzte Bits beinhalten. Zwei Knoten werden ab
einem gegebenen Hamming-Abstand d miteinander verbunden [HPV93].

Mit diesem Verfahren konnten jedoch nur Probleme generiert werden, deren maxima-
le Clique trivial oder, im Rahmen dieser Arbeit, nach keinem Muster bestimmbar war.
Zudem lassen die Konstruktionsparameter, &hnlich wie beim Hamming-Ansatz, nur eine
geringe Variation der Struktur zu.

Die Keller-Graphen entstanden aus Uberlegungen beziiglich Keller’s Vermutung [Kel30],
dass sich bei der Aufteilung jedes n-dimensionalen Raumes in uniforme “Wiirfel” min-
destens zwei “Wiirfel” an einer (n—1)-dimensionalen “Fléche” vollstédndig beriihren. Die
Gultigkeit der Vermutung konnte fiir viele Dimensionen iiber ein entsprechendes Clique-
Problem bewiesen oder widerlegt werden, zuletzt auch fiir die verbliebene 7. Dimension
[BHMN20].

Die Konstruktion der Kellergraphen erfolgt iiber eine gegebene Wortgrofie v, aus der ein
Graph mit n = 4 entsteht [HPV93]. Bereits daraus ldsst sich ableiten, dass ein Generator
nach diesem Verfahren ungeeignet ist, da die Knotenzahl sehr schnell wichst und zudem
bisher keine Systematik zur Ableitung einer optimalen Losung bekannt ist.

4.2 Hamiltonian-Cycle-Problem

4.2.1 Intuitiver Ansatz - Hamiltonsch

Wie beim vorangehend untersuchten Maximum-Clique-Problem soll auch fiir das
Hamiltonian-Cycle-Problem zunéchst ein intuitiver Ansatz als Probe dienen, ob das Er-
zeugen von Probleminstanzen mit bekannter Losung grundsétzlich moglich ist.
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4.2 Hamiltonian-Cycle-Problem

4.2.1.1 ldee

Eine triviale Moglichkeit fiir das Erzeugen eines garantiert hamiltonschen Graphen ist
das Verbinden aller aufeinanderfolgender Knoten inklusive einer Verbindung wieder zum
Ursprungsknoten. Die Giiltigkeit dieser Losung kann durch Hinzufligen weiterer zufélliger
Kanten nicht eingeschrankt werden. Dies soll daher als ein erster Einstiegspunkt dienen.

4.2.1.2 Problemgenerator

Wie in Algorithmus [7] dargestellt, wird zunéchst eine beliebige Knotenfolge C' bestimmt,
welche alle Knoten einmal beinhaltet, bis auf den ersten. Dieser wird zusétzlich ans Ende
gestellt, um einen geschlossenen Zyklus zu erzeugen. Anschliefend werden je zwei aufein-
anderfolgende Knoten im Graphen verbunden.

Abschlielend werden zufillige Kanten entsprechend der vorgegebenen Dichte gesetzt.

Algorithm 7 Intuitiver Generator (hamilt.) fiir das Hamiltonian-Cycle-Problem
Require: n >0, 0<d<1
: C' + Alle Knoten in zufélliger Reihenfolge aus V'
C + C+C0] > Erster Knoten schliefit am Ende
fori=0ton—1do

u < Ci]

v Cli +1]

Glu,v] « true
end for
azus < d - maxKanten(G) —n > Anzahl zuséatzlicher Kanten
while a,,s > 0 do

10: u <+ zufallsKnoten(C')

11: v < zufallsKnoten(C)

12: if u # v A Glu,v] = false then
13: Glu,v]  true

14: Ayys & Goys — 1

15: end if

16: end while

4.2.2 Intuitiver Ansatz - Nicht hamiltonsch

Im Kapitel wurde ein Ansatz vorgestellt, welcher stets hamiltonsche Probleminstan-
zen flir das Hamiltonian-Cycle-Problem erzeugt. Im Folgenden soll nun ein Ansatz be-
trachtet werden, welcher das Erzeugen nicht-hamiltonscher Probleminstanzen erméglicht.

4.2.2.1 ldee

Das Erzeugen nicht-hamiltonscher Graphen ist nicht ganz so einfach wie das Erzeugen
hamiltonscher, da sichergestellt werden muss, dass durch das Hinzufiigen weiterer (zufél-
liger) Kanten kein Zyklus entsteht.

Es muss also eine Struktur in den Graphen implementiert werden, welche den Graph
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4 Methodik

grundsétzlich nicht-hamiltonsch macht, unabhéngig beliebig hinzugefiigter Kanten.
Eine solche Struktur zeigt Abbildung welche aus praktischen Uberlegungen hervor-

gegangen ist.

Abbildung 4.3: Flaschenhals-Struktur in SynH2-Graphen. Knoten h € V stellt sicher,
dass maximal 2 der 3 Schulterknoten s; € V, i € {0,1,2} durchlaufen
werden kénnen.

Da jeder Schulterknoten s; nur iiber A erreicht beziehungsweise verlassen werden kann,
ist es nie moglich, alle drei Schulterknoten zu durchlaufen, da h nicht mehrfach durch-
laufen werden darf. Ein Graph, der diese Struktur beinhaltet, kann also nie hamiltonsch
sein.

Anschlielend kénnen beliebige Kanten dem Graphen hinzugefiigt werden, insofern sicher-
gestellt ist, dass keine aufler den dargestellten Kanten zu den Knoten s; fithren.

Fiir die Knoten A und b; bestehen keine Einschrénkungen; die Bodenknoten b; € V, ¢ €
{0,1,2} konnen sogar auf einen einzigen Bodenknoten reduziert werden.

4.2.2.2 Problemgenerator

Wie Algorithmus [§] zeigt, werden zunéchst 7 unterschiedliche Knoten fiir die Flaschen-
halsstruktur ausgewéhlt. Der erste Knoten stellt den eigentlichen Flaschenhals dar, die
verbleibenden 6 Knoten werden der Reihe nach in je einen Schulter- und einen Bodenk-
noten unterteilt. Anschlieffend wird der Flaschenhals-Knoten mit allen Schultern und die
Schultern mit ihren entsprechenden Béden verbunden. Als letztes werden dann basierend
auf der vorgegebenen Dichte weitere Kanten dem Graphen hinzugefiigt. Dabei werden
die Schulterknoten als mogliche Endknoten ausgeschlossen.

4.2.3 Petersen Graphen

Nach den zuvor gezeigten Intuitiven Ansétzen soll abschliefend das Generieren von Pro-
bleminstanzen fiir bekannte Lésungen anhand der historisch bekannten Graphenfamilie
der Allgemeinen Petersen-Graphen nach Watkins [Wat69)] erfolgen. Fiir diese konnte Al-
spach [Als83| vervollstdndigend zeigen, dass diese fiir bestimmte Konstruktionsparameter
immer hamiltonsch bzw. nicht hamiltonsch sind.

4.2.3.1 Hintergrund

Allgemeine Petersen-Graphen sind von ihrer Struktur immer dhnlich aufgebaut. Wahrend
die eine Halfte der Knoten der Reihe nach zyklisch verbunden wird (regelméfiges Poly-
gon), wird die andere Hélfte zu einer Art Sternpolygon verbunden. AnschlieBend werden
die zueinander gehorigen Eckpunkte beider Polygone miteinander verbunden.
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4.2 Hamiltonian-Cycle-Problem

Algorithm 8 Intuitiver Generator (nicht hamilt.) fiir das Hamiltonian-Cycle-Problem

Require: n>7, 0<d<1

e e e e e o e
S B A O R el

F + Wihle 7 zuféllige Knoten aus V'
h + F|0]
X<V > Alle Knoten aufler Schulterknoten
for all i € {1,3,5} do

s+ F1i

b Fli+1]

Glh, s] < true

G[s, b] < true

X+ X\ {s} > Keine weiteren Verbindungen zu Schulterknoten
end for

: Qs < d - maxKanten(G) — 6 > Anzahl zuséatzlicher Kanten
: while a,,s > 0 do

u < zufallsKnoten(X)

v < zufallsKnoten(X)

if u # v A G[u,v] = false then
Glu,v]  true
Azys < Qzys — 1

end if

: end while

Die exakte Formation des Sternpolygons wird durch einen Parameter k£ € N bestimmt.
Dieser gibt an, mit dem wie vielten nachsten Knoten v; 1, € Vstern €in Knoten v; € Vgiern
verbunden wird. Die Knotennummerierung innerhalb einer Gruppe wird dabei immer mo-
dulo n betrachtet.

4.2.3.2 Problemgenerator

Zum Erzeugen eines allgemeinen Petersen-Graphen GP(n, k) werden zunéchst zwei gleich
grofie Knotengruppen U und V mit |U| = |V| = n gebildet. Anschliefend werden aus U
je die Knoten u;, u;41 € U fir i € {0,...,n— 1} mit Indizes modulo n verbunden. Aus V'
werden nach dhnlichem Schema je die Knoten v;, v € V, i € {0,...,n — 1} mit Indizes
modulo n verbunden. Zuletzt erfolgt das Verbinden der Eckpunkte beider Polygone mit
einer Verbindung zwischen je u;,v; € UUV, i € {0,...,n —1}.

FEin allgemeiner Petersen-Graph ist dann immer hamiltonsch, aufler fiir:

e n=5 mod6 fiir k€{2,n—2"7*17"7+1}
e n=0 mod4 fir n>8Ak=

I3 >

[Als83]

Als konkrete Eingabe fiir den Problemgenerator (siehe Algorithmus @) wurde die Ge-
samtknotenzahl ng.s = 2 - n gewahlt, um dem Nutzer ein Umrechnen der eigentlichen
Knotenzahl in den Parameter n zu ersparen.
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Algorithm 9 Petersen Generator fiir das Hamiltonian-Cycle-Problem

Require: Nges >4, Nges = 0 mod2, 1<k< % —1

1: n < %

2: fori=0ton—1do
3: UL 14

4: ug < (i+1) mod n
5: Gluq,ug] + true

6:

7 v 1+n

8: vy < (i +k modn)+n
9: Gy, va] « true

10:

11: Glui,v1] + true

12: end for
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5 Evaluation

Im Folgenden sollen die im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Ansédtze und Ideen
beziiglich ihrer Korrektheit, Komplexitdt und Struktureigenschaften ausgewertet werden.
Die Korrektheit wird anhand des Anteils korrekt erzeugter Probleme basierend auf der
angenommenen optimalen Lésung an der Gesamtzahl der Probleme bestimmt. Ein Wert
von 0.78 bedeutet also, dass in 78% der Félle der Generator ein Problem vorgeschlagen
hat, dessen optimale Losung der gewiinschten Losung entspricht. Je hoher dieser Wert,
desto verlésslicher und besser der Generator.

Die Komplexitat eines Problems wird anhand der bendtigten Rechenzeit (in Sekunden)
gemessen, die ein Losungsprogramm benétigt, um die Losung des Problems (exakt) zu be-
stimmen. Je hoher die bendtigte Laufzeit, desto komplexer das Problem und dementspre-
chend besser der Generator. Jede Instanz wird dabei mit einer zufillig generierten Instanz
derselben Dichte und Knotenzahl verglichen, da diese aufgrund ihrer erhéhten Schwierig-
keit als gute Vergleichsnorm dienen. Nach Moglichkeit wurden in der Regel je zwei Lo-
sungsalgorithmen verwendet, CliSAT [SSFAP23| und Fast Max-Cliquer [PPGF15| fiir das
Maximum-Clique-Problem, Concorde [ABCC11] und LKH [Hel00] fiir das Hamiltonian-
Cycle-Problem. Da die Knotenzahlunabhéngigen Verldufe jeweils nicht sonderlich vonein-
ander abwichen, wurden die nachfolgenden Darstellungen auf je einen Verlauf reduziert.
Bei den Struktureigenschaften soll insbesondere auf die Freiheit beziiglich der Wahl von
Dichte, Knotenzahl und Gréfle der maximalen Clique eingegangen, aber auch problemspe-
zifische Eigenschaften aufgezeigt werden. Grundséatzlich gilt hier: je mehr Freiheitsgrade,
desto besser.

5.1 Maximum-Clique-Problem

5.1.1 Intuitiver Ansatz

Zur Untersuchung des Intuitiven Ansatzes (im Nachfolgenden auch als “SynA1” be-
zeichnet) wurden insgesamt 4301 Probleminstanzen mit einer Knotenzahl im Bereich
n € {30,...,140} generiert, mit je eingesetzten Cliquen der Grofe s € {4,6,8,...,n—>5}.
Ziel war dabei, Instanzen mit maximaler Dichte zu erzeugen.
Beziiglich der Korrektheit bestéatigt die empirische Auswertung die Theorie aus [4.1.1],
denn wie aus Abbildung zu entnehmen ist, bleibt nach dem Generieren zusétzlicher
Kanten die Optimalitédt der urspriinglich eingesetzten Losung fiir alle Instanzen erhalten.
Wie aus der Formel fiir die Obergrenze der Dichte einer Instanz zu entnehmen ist,
zeigt Abbildung jedoch, dass die maximale Dichte insbesondere fiir Instanzen mit
kleiner eingesetzter Clique im Verhéltnis zur Gesamtknotenzahl gering ist und somit in
dieser Eigenschaft eine gewisse Einschréinkung in der Wahlfreiheit herrscht.

Zudem zeigt sich bei der Auswertung der bendtigten Zeit zum Loésen solcher Instan-
zen eine verhdltnisméBig geringe Komplexitét, wie aus Abbildung zu entnehmen. Im
Vergleich zu zuféllig generierten Instanzen benétigen Instanzen des Intuitiven Ansatzes

23



5 Evaluation
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Abbildung 5.1: Korrektheit der Instanzen des Intuitiven Ansatzes (5.1al) und deren Dichte
in Abhéngigkeit von der Knotenzahl und eingesetzten Clique (5.1b)).

nur in etwa 0.01% der Zeit zum Losen, bei fast identischer Dichte pro Knotenzahl (siehe
Abbildung [5.2b).

Eine Begriindung dafiir konnte darin liegen, dass aufgrund der Konstruktion der Gra-
phen alle Knoten in drei Hauptgruppen unterteilt sind. Die erste Gruppe A, bestehend
aus Knoten a € A mit grad(a) > s—1, welche sicher Teil der maximalen Clique sind, einer
Gruppe B mit Knoten b € B und grad(b) = s — 1, welche potenziell Teil einer maximalen
Clique sind, und einer Gruppe C mit Knoten ¢ € C' und grad(c) < s — 1, welche kein Teil
einer maximalen Clique sind. Daraus lésst sich schnell ein Teil des Graphen ausschlieflen
und fiir eine maximale Clique relevante Knoten identifizieren.

Eine zweite, damit einhergehende Begriindung ist, dass es gierige Algorithmen besonders
einfach bei Instanzen dieser Problemklasse haben, da diese sich oftmals am Grad der
Knoten orientieren und daher sehr schnell zu einer optimalen Loésung finden.

Der Intuitive Ansatz zeigt also, dass das Generieren von kiinstlichen Probleminstanzen
mit bekannter Losung fiir das Maximum-Clique-Problem durchaus méglich ist. Der An-
satz selbst erzeugt jedoch nicht sonderlich schwer zu l6sende Probleme und hat Einschrén-
kungen in der Wahlfreiheit der Dichte.

5.1.2 C-Fat Graphen

Zur Untersuchung der C-Fat-Graphen wurden insgesamt 9694 Probleminstanzen mit einer
Knotenzahl im Bereich n € {30,...,160} generiert, mit je einem ¢ € {0.1,0.2,0.3,...,7.4}.
Wie aus Abbildung zu entnehmen, wurde die maximale Clique in allen Féallen kor-
rekt abgeleitet. Die Dichte ist jedoch an die Gréfle der maximalen Clique gekoppelt und,
wie in Abbildung zu sehen, abhéngig von dem Parameter c. Bei konstanter Knoten-
zahl fiihrt ein niedrigeres ¢ zu mehr Partitionen und dementsprechend zu einer kleineren
maximalen Clique und einer geringeren Dichte.

24



5.1 Maximum-Clique-Problem
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Abbildung 5.2: Benétigte Zeit zum Losen des Intuitiven Ansatzes und zufilligen Instan-
zen ([5.2a), bei vergleichbarer Dichte je Anzahl Knoten ({5.2b)).
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Abbildung 5.3: Korrektheit der C-Fat Instanzen (5.3a]) und deren Dichte in Abhingigkeit
von der Knotenzahl und dem Parameter ¢ (5.3b)).

Zur Messung der Komplexitédt wurden die generierten Probleme mit zufalligen Graphen
derselben Dichte und Knotenanzahl verglichen (siehe Abbildung . Wie Abbildung
zu entnehmen ist, kommen dabei die C-Fat-Graphen den zufilligen Vergleichsgra-
phen etwas niher als beispielsweise die Probleme des Intuitiven Ansatzes (C-Fat in etwa
5% der Schwere von Zufallsgraphen im Vergleich zu etwa 0.01% beim Intuitiven Ansatz).
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Dennoch sind sie merkbar leichter zu 16sen als die zufélligen Instanzen. Eine Begriindung
dafiir kénnte darin liegen, dass auch bei dieser Problemklasse oftmals aus dem Knoten-
grad eine Zugehorigkeit zur maximalen Clique ableitbar ist und Algorithmen dies nutzen
kénnen, um wichtige Knoten zu identifizieren.

Zudem gibt es insbesondere fiir ein n mit n mod k£ > 0 bzw. n mod k = 0 viele gleich
groe maximale Cliquen, was es einer Losungsprozedur zudem erleichtern kann, schnell
eine maximale Clique zu finden.
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und Instanzen der C-Fat-Klasse C-Fat-Graphen und zufélligen Instanzen

Abbildung 5.4: Benétigte Zeit zum Lésen von C-Fat-Graphen und zufilligen Instanzen
(5.4a)), bei vergleichbarer Dichte je Anzahl Knoten (5.4bj).

Die Verwendung der C-Fat-Problemklasse als Problemgenerator mit bekannter, opti-
maler Loésung ist also durchaus moglich. Man ist jedoch in der Wahl der Struktur und
somit auch Dichte und Gréfle der maximalen Clique auf den Parameter ¢ beschrankt.
Auflerdem sind Instanzen dieses Ansatzes im Vergleich zu zufélligen Graphen merkbar
leichter zu l6sen.

5.1.3 Sanchis Graphen

Zur Messung der Sanchis-Graphen wurden insgesamt 5927 Probleminstanzen mit ei-
ner Knotenzahl im Bereich n € {30,...,150} generiert, mit Dichten und maximalen
Clique-GroBen entsprechend dem Zufallsgraphen-Datensatz des C-Fat-Experiments (um
eine moglichst einheitliche Vergleichsbasis der beiden Verfahren zu schaffen). Ungeloste
Zufallsgraphen wurden dabei ausgeschlossen, da bei diesen keine maximale Clique ent-
nommen werden kann.

Wie aus Abbildung zu entnehmen, bleibt die implementierte maximale Clique in
allen Fallen auch nach dem Hinzufiigen weiterer Kanten eine optimale Losung.
Die Dichte ist grundsétzlich frei wahlbar und nur in Abhéngigkeit von der Knotenanzahl
n und der maximalen Cliquegréfie s durch die untere Schranke und obere Schranke
begrenzt [San89).
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Abbildung 5.5: Korrektheit der Sanchis-Instanzen (5.5a)) und benétigte Zeit zum Losen
im Vergleich zu zufilligen und C-Fat-Graphen (5.5D)).

Zur Messung der Komplexitdt wurden die generierten Probleme mit zufélligen Graphen
und C-Fat-Instanzen derselben Dichte und Knotenanzahl verglichen. Wie Abbildung
zu entnehmen ist, sind die Sanchis-Graphen schwieriger zu 16sen als die C-Fat-Graphen,
aber leichter als die zufélligen Vergleichsgraphen (Sanchis in etwa 55% der Schwere von
Zufallsgraphen im Vergleich zu etwa 5% beim C-Fat-Ansatz).

Die erhohte Schwierigkeit konnte damit erkldrt werden, dass bei diesem Ansatz die Vertei-
lung der Knotengrade breiter gestreut ist und auch iiber dem Knotengrad der maximalen
Clique liegen kann. Eine offensichtliche Lsung ist also nicht mehr garantiert. Auflerdem
kann die Anzahl an optimalen Losungen durchaus geringer ausfallen, als beispielsweise
beim C-Fat-Verfahren.

Das Verfahren nach Sanchis eignet sich also durchaus, um Probleminstanzen mit bekann-
ter Losung und moderater Schwierigkeit fiir das Maximum-Clique-Problem zu generieren,
da insbesondere fiir die Knotenanzahl, Dichte und eingesetzte maximale Clique je ein Pa-
rameter zur Verfiigung steht. Auflerdem koénnen erzeugte Graphen innerhalb derselben
Konfiguration aufgrund der Zufallskomponente variieren, was oftmals erwiinscht ist.
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5.1.4 Hamming Graphen

Zur Messung der Hamming-Graphen wurden insgesamt 63 Probleminstanzen mit einer
Knotenzahl im Bereich n € {30,...,93} generiert. Im Verhéltnis zu anderen verglichenen
Problemen ist diese Anzahl gering, da ein Hamming-Graph fiir eine gegebene Knotenzahl
stets dieselbe Struktur aufweist und daher keine Variation moglich ist.

AuBlerdem steigt die Dichte schnell stark an und verweilt auf hohem Niveau (siche Abbil-
dung , da der Graph stets aus zwei vollstdndig verbundenen Cliquen besteht, welche
in sich eine Dichte von 100% haben.

Beziiglich der Korrektheit lassen sich jedoch die Uberlegungen aus bestéatigen, fiir
alle generierten Instanzen war die berechnete Losung korrekt (sieche Abbildung .

Dichte und Knotenanzahl fir Hamming d=2 Hamming: Angenommenes vs tatsachliches Optimum
= Hamming == Angen. Opt.
y— — 451 — Tats. Opt.
n=63
081 40 1 n_inkorrekt = 0
Q 354
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E S
0.4 3
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0.24 20 4
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(a) Dichte von Hamming-Graphen mit d = 2 (b) Angenommene und tatséichliche Losungen

fiir Probleme je Knotenanzahl

Abbildung 5.6: Dichte je Anzahl Knoten 1' und Korrektheit der Hamming-Instanzen

fiir d = 2 (5.66).

Zur Messung der Komplexitidt wurden die generierten Probleme mit zufélligen Gra-

phen derselben Dichte und Knotenanzahl verglichen. Wie Abbildung zu entnehmen
ist, sind die Hamming-Graphen nicht trivial zu l6sen, im Vergleich zu zufilligen Graphen
jedoch leicht (in etwa 8% der Schwere von Zufallsgraphen).
Fiir Hammingabstdnde von d > 3 konnte aus den Strukturen keine Regel fiir die Zu-
sammensetzung der Cliquen abgeleitet werden. Experimente fiir d = 3 ergaben jedoch
ein Muster fiir die GréBle der maximalen Clique (sieche Abbildung , woraus sich die
Formel empirisch herleiten lie. Der erste Summand beschreibt dabei die lingere
Hauptstufe, welche ab 5 Knoten alle 16 Knoten um 2 erhoht wird. Der zweite Summand
die zuséatzliche kleine Stufe nach 12 Knoten innerhalb jeder Hauptstufe.

2. (|5 1) 4 (=) _modd6 ) g gy > 5
|C|:{ "+ 1)+ 12 ] (5.3)

1 sonst

Das Generieren von Probleminstanzen mit bekannter Losung nach dem Hamming- Ansatz
eignet sich also nur bedingt, da insbesondere bei der Dichte und Variation der Struktur
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5.1 Maximum-Clique-Problem

keine Freiheit besteht. Des Weiteren sind die erzeugten Graphen nicht aulergewohnlich
komplex im Verhéltnis zu zufélligen Graphen.

Lésungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl GroRe der maximalen Clique fir Hamming d=3
18 { = Zufallig 12 { === Hamming
= Hamming
n=92
61n-36
10 4
<
]
c (1)
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& G
= [
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g =
o 5 6
5 3
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[=4
@ 44
P
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Anzahl Knoten Anzahl Knoten
(a) Benotigte Losungszeit zufilliger Probleme (b) Groe der maximalen Clique bei
und Hamming-Graphen fiir d = 2 Hamming-Graphen fiir d = 3

Abbildung 5.7: Benétigte Losungszeit von Hamming-Graphen fiir d = 2 im Vergleich zu
zufilligen Instanzen (5.7al) und empirische Analyse der Grofie der maxi-
malen Clique fiir d = 3 (5.7b)).

5.1.5 Brock Graphen

Zur Messung der Brock-Graphen wurden 2996 Probleminstanzen mit einer Knotenzahl
im Bereich n € {80,...,135} generiert, mit je 6 Graphen pro Dichte d € {0.3,0.5,0.75}
und einer versteckten Clique, die 2 Knoten grofler ist als die Hintergrund-Clique. Das
FEinsetzen kleinerer Cliquen als die Hintergrund-Clique fiihrt bei dem Verfahren zu einer
hohen Fehlerrate, da durch die Konstruktion iiber zuféllige Zusatzkanten meist automa-
tisch eine Clique dieser Grofle entsteht.

Der tatsichliche Stichprobenumfang ist kleiner als die Anzahl der Konfigurationsmog-
lichkeiten, da das Brock-Verfahren insbesondere bei héheren Versteckungstiefen nur fiir
bestimmte Konfigurationen moglich ist. Abbildung [5.8a]zeigt beispielsweise, dass die mog-
liche Dichte mit steigender Versteckungstiefe immer weiter eingeschrankt wird.

Wie aus Abbildung zu entnehmen, hangt der Erhalt der implementierten Clique C'
als optimale Losung neben der Grofle von C' auch von der Versteckungstiefe ab. Wah-
rend eine Versteckungstiefe von h = 1 oder h = 2 die Fehlerrate bei erzeugten Instanzen
verringert, steigt diese fiir h6here Versteckungstiefen stark an. Dies kann sich damit erkla-
ren lassen, dass durch das Angleichen der Knotengrade manche Knoten auflerhalb von C
ebenfalls auf einen hohen Knoten gehoben werden und daraus potenziell gréfiere Cliquen
hervorgehen kénnen.
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Abbildung 5.8: Mégliche Dichten nach Versteckungstiefe (5.8a)) und Fehlerraten nach Ver-
steckungstiefe (5.8b)) beim Brock-Verfahren.

Losungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl Lésungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl
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Abbildung 5.9: Vergleich der benotigten Losungszeit von Graphen des Brockverfahren fiir
h =1 (5.9a) und h =2 (5.9b) mit zufilligen Graphen.

Zur Messung der Komplexitédt wurden die generierten Probleme mit zufalligen Graphen
derselben Dichte und Knotenanzahl verglichen. Im Folgenden werden jedoch nur die Ver-
steckungstiefen h = 1 und h = 2 betrachtet, da héhere Versteckungstiefen aufgrund
hoherer Fehlerraten und eingeschrankterer Konfigurationsmoglichkeiten von geringerer
Bedeutung sind. Abbildung zeigt dabei, dass die Schwierigkeit von Brock-Graphen

mit einer Versteckungstiefe von h = 1 etwas unterhalb der Schwierigkeit von zufélligen
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5.1 Maximum-Clique-Problem

Graphen liegt (in etwa 65% der Schwere). Die Komplexitit von Probleminstanzen der
Versteckungstiefe h = 2 (siehe Abbildung verlauft dhnlich, jedoch sind diese mit
rund 74% der Schwere von Zufallsgraphen etwas schwerer zu 16sen. Im Vergleich zum
Sanchis-Verfahren (circa 55% der Schwierigkeit von Zufallsgraphen) erreichen die vom
Brock-Verfahren erzeugten Probleminstanzen bei geringer Fehlerrate also eine hohere
Komplexitat.

Das Verfahren nach Brockington und Culberson eignet sich also durchaus fiir das Gene-
rieren von Probleminstanzen fiir das Maximum-Clique-Problem mit bekannter optimaler
Losung. Es ist jedoch darauf zu achten, dass das Verfahren nur fiir eingesetzte Cliquen
groffer als die Hintergrund-Clique sinnhaft ist. Aulerdem sollten beim Erstellen die un-
terschiedlichen Vor- und Nachteile der Konfigurationsmoglichkeiten bedacht werden.

5.1.6 Zufallsgraphen und Hintergrund-Clique

Zur Messung der “SynA3”-Graphen wurden 2016 Probleminstanzen mit einer Knotenzahl
im Bereich n € {80,...,135} generiert, mit je 6 Graphen pro Dichte d € {0.3,0.5,0.75}
und einer versteckten Clique, die 2 Knoten gréfler ist als die Hintergrund-Clique.

Wie aus Abbildung[5.10a]zu entnehmen, bleibt die eingesetzte Clique in rund 78% der Fl-
le als optimale Losung der Probleminstanz erhalten. Die Differenz zum zuvor untersuchten
Brock-Verfahren (rund 99%) kann damit erklért werden, dass beim SynA3-Verfahren jede
mogliche Verbindung dieselbe Wahrscheinlichkeit d hat. Beim Brock-Verfahren dagegen
sind Verbindungen zwischen Knoten auflerhalb der eingesetzten Clique wahrscheinlicher
als Verbindungen zur Clique (durch ein erhéhtes pg). Das Brock-Verfahren hat dadurch
eine geringere Wahrscheinlichkeit, die eingesetzte Clique zuféllig zu vergréfiern.
Beziiglich der Komplexitét zeigt Abbildung [5.10b] dass die generierten Probleminstan-
zen in etwa gleich schwer wie zuféllige Instanzen sind, und damit etwas schwerer als die
vom Brock-Verfahren generierten Probleme. Dies kénnte damit erklért werden, dass die
SynA3-Instanzen ndher an einer zufélligen Struktur orientiert sind, welche sich bisher in
allen Experimenten als am schwersten zu 16sen herausgestellt hat.

Die Komplexitdt und Korrektheit dieses Ansatzes hdngen jedoch stark von dem gewahl-
ten Uberhang s, der eingesetzten Clique ab. Je groBer dieser Uberhang, desto sicherer
bleibt die eingesetzte Losung auch die optimale Losung des Problems (siehe Abbildung
. Ab einem zu groBen Uberhang fillt die Komplexitéit allerdings ab, da die einge-
setzte Clique fiir Losungsalgorithmen immer offensichtlicher wird, wie Abbildung
zeigt. Ein Uberhang von um die 2 hat sich in den Experimenten als am ausgeglichensten
zwischen Korrektheit und Komplexitit herausgestellt.

Dieses Experiment zeigt, dass es durchaus moglich ist, invers generierte Problemin-

stanzen mit bekannter Losung derselben Komplexitit wie zuféllige Probleminstanzen zu
erzeugen. Die Korrektheit der vorgeschlagenen Losung kann jedoch nicht fiir alle gene-
rierten Instanzen garantiert werden.
Abschlieflend sei noch erwdhnt, dass es sich bei diesem, wie auch dem Brock-Verfahren,
um statistische Verfahren handelt. Wie Abbildung zeigt, féllt etwa die Fehlerrate
beim Erhalt der Losung mit steigender Graphengréfle, da die Unsicherheit iiber bestimm-
te Annahmen wie die Verteilung der Knotengrade oder die Gréfle der Hintergrundclique
abnimmt.
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SynA3: Angenommenes vs tatsachliches Optimum Lésungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl
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Abbildung 5.10: Korrektheit der SynA3-Instanzen ((5.10a)) und benétigte Zeit zum Losen
im Vergleich zu zufilligen Graphen ((5.10b)).
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Abbildung 5.11: Korrektheit {D und Komplexitat (5.11b)) von SynA3-Instanzen in
Abhéngigkeit vom Uberhang s, und Knotenanzahl.
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5.2 Hamiltonian-Cycle-Problem

5.2.1 Intuitiver Ansatz - Hamiltonsch

Zur Untersuchung des Hamiltonschen Intuitiven Ansatzes (im Nachfolgenden auch als
“SynH1” bezeichnet) wurden insgesamt 3420 Probleminstanzen mit einer Knotenzahl im
Bereich n € {20,...,199} generiert, mit je Dichten von d € {0.05,0.1,0.15,...,0.95}.
Beztiglich der Korrektheit bestatigt die empirische Auswertung die Theorie aus [4.2.1]
denn wie aus Abbildung zu entnehmen ist, bleibt nach dem Generieren zusétzlicher
Kanten die Hamiltonizitat aller Probleminstanz erhalten.

Im Gegensatz zum Intuitiven Ansatz beim Maximum-Clique-Problem ist jedoch dieser
Ansatz bereits mit der Schwierigkeit zufélliger Graphen vergleichbar, wie Abbildung[5.12b]
zeigt.

Hamiltonizitdt abhangig von Anzahl Knoten Loésungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl
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Abbildung 5.12: Korrektheit der Instanzen des hamiltonschen Intuitiven Ansatzes (5.12al)
und bendtigte Losungszeit im Vergleich zu zufélligen Graphen (5.12b)).

Dies ist darauf zuriickzufithren, dass die Struktur der generierten Probleme der von
zufilligen Graphen dhnlich ist und diese im Allgemeinen verhdltnisméBig einfach zu 16sen
sind, da diese ab einer gewissen Dichte p (siehe fast immer hamiltonsch sind [Bol01b].
Unterhalb dieser Schwelle gibt es in der Regel nur wenige Moglichkeiten fiir hamiltonsche
Zyklen und diese sind dementsprechend schnell getestet. Hat beispielsweise nur ein Knoten
u € V einen Knotengrad von grad(u) < 2 ist die ganze Probleminstanz nicht hamiltonsch.
Umgekehrt ldsst sich oberhalb dieser Schwelle schnell ein vollstdndiger Zyklus finden, da
die Zahl der Moglichkeiten schnell ansteigt.

. In(n) + In(In(n)) (5.4)

n

Grundsétzlich zeigt dieses Experiment, dass das Erzeugen von kiinstlichen Problemin-
stanzen fiir beliebige Dichten und Knotenzahlen, die immer hamiltonsch sind, moglich
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ist. Jedoch sind die erzeugten Graphen dieses Ansatzes nicht besonders schwer zu l6sen
und zuféllige Graphen eignen sich nur bedingt als Mafstab fiir die Komplexitit erzeugter
Probleminstanzen.

5.2.2 Intuitiver Ansatz - Nicht hamiltonsch

Zur Untersuchung des nicht-hamiltonschen Intuitiven Ansatzes (im Nachfolgenden auch
als “SynH2” bezeichnet) wurden insgesamt 342@ Probleminstanzen mit einer Knotenzahl
im Bereich n € {20,...,199} generiert, mit je Dichten von d € {0.05,0.1,0.15,...,0.95}.
Beziiglich der Korrektheit bestétigt die empirische Auswertung die Theorie aus
denn wie aus Abbildung zu entnehmen ist, wird nach dem Generieren zusétzlicher
Kanten keine Probleminstanz hamiltonsch.

Hamiltonizitat abhangig von Anzahl Knoten Lésungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl
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tenanzahl und Instanzen des nicht-hamiltonschen

Intuitiven Ansatzes

Abbildung 5.13: Korrektheit der Instanzen des SynH2-Ansatzes (5.13a) und benétigte
Zeit zum Losen im Vergleich zu zufilligen Graphen ((5.13b)).

Beziiglich der Schwere der erzeugten Graphen verhélt sich die eingesetzte Struktur
jedoch &dhnlich wie die des hamiltonschen Intuitiven Ansatzes aus Kapitel Wie
Abbildung zeigt, sind die nicht-hamiltonschen Probleminstanzen nur geringfiigig
komplexer als vergleichbare zuféllige Graphen. Dies wird jedoch hauptséchlich darauf
zuriickzufithren sein, dass es bei den meisten zufdlligen Graphen schwerer sein sollte,
Nicht-Hamiltonizitéat festzustellen, als umgekehrt, da fiir den hamiltonschen Fall nur eine
gefundene Losung Hamiltonizitit beweist, fiir Nicht-Hamiltonizitét jedoch alle méglichen
Losungen ausgeschlossen werden miissen.

Im Allgemeinen ist es also mdéglich, kiinstlich hamiltonsche und nicht-hamiltonsche
Probleminstanzen fiir verschiedenste Knotenzahlen und Dichten zu generieren. Die bei-
den untersuchten Verfahren fihren jedoch nicht automatisch zu wesentlich schwereren In-
stanzen als zufillige Graphen. Tiefergehende Analysen beziiglich der Eigenschaften von

'Eine Instanz fithrte beim Concorde-Léser zu unerwartet starken Schwankungen.
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schweren HCP-Instanzen finden sich etwa in Arbeiten von Baniasada et al.
sowie Sleegers und van den Berg [SvdB22].

5.2.3 Petersen Graphen

Zur Untersuchung der Petersen-Graphen wurden insgesamt 1711 Probleminstanzen mit
einer Knotenzahl nges = 2-n mit n € {2,...,60} generiert, mit je einem k € {1,...,n—1}.
Beziiglich der Korrektheit lassen sich die Regeln fiir Hamiltonizitit von Alspach [Als83]
bestétigen (siehe Abbildung . Wie auch aus den genannten Regeln ableitbar, sind
die meisten Konfigurationen hamiltonsch. Abbildung zeigt jedoch, dass die mogli-
chen Dichten dieses Ansatzes auf einen schmalen, niedrigen, mit der Anzahl der Knoten
fallenden Bereich beschréankt sind.
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Abbildung 5.14: Korrektheit der Petersen-Instanzen 1’ und erzeugte Dichte je Kon-

figuration (5.14b).

Beziiglich der Komplexitat zeigt die Auswertung in Abbildung dass die meisten
Probleminstanzen im Verhéltnis zu zufélligen Instanzen einfacher zu 16sen sind. Die ein-
zigen schweren Instanzen (rund 3% aller Instanzen) wurden von Kombinationen n = 1
mod 2 mit einem k£ € {2,n — 2, "T_l, ”T‘H} erzeugt. Dieses Muster ist dhnlich der Be-
dingung fiir Nicht-Hamiltonizitéit (siehe Kapitel , jedoch war Nicht-Hamiltonizitat
keine Bedingung fiir die schweren Instanzen. Es wére daher unter Umsténden fiir zukiinf-
tige Arbeiten interessant, diese Konfigurationen genauer zu analysieren.

Grundsétzlich zeigt dieses Experiment, dass das Erzeugen von kiinstlichen Probleminstan-
zen mit bekannter Lésung mithilfe der Konstruktion von allgemeinen Petersen-Graphen
moglich ist.

Es gibt jedoch kaum Variation in den Dichten, und die meisten Instanzen sind leichter
zu 16sen als vergleichbare zufillige Graphen.
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Lésungszeit in Abhangigkeit von Knotenzahl
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Abbildung 5.15: Benétigte Zeit zum Losen der Petersen-Graphen im Vergleich zu zufél-
ligen Graphen.
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6 Diskussion

In dieser Arbeit wurden insgesamt 8 Verfahren fiir das Generieren von Probleminstan-
zen fir das Maximum-Clique-Problem untersucht. Dabei war es fiir zwei Graphenklassen
(Johnson- und Keller-Graphen) nicht moglich, Probleme mit einer bekannten optimalen
Losung zu generieren. Bei drei Ansétzen (Intuitiver Ansatz, C-Fat und Hamming) stellte
sich nur eine bedingte Eignung heraus, da bei diesen starke Finschriankungen beziiglich
der Komplexitit oder der Wahlfreiheit der Struktur bestehen. Die drei verbleibenden Ver-
fahren (Sanchis, Brock und SynA3) waren jedoch in der Lage, Probleme etwas unterhalb
oder um die Schwierigkeit von zuféilligen Instanzen mit bekannter Losung zu erzeugen.
Alle drei Verfahren unterscheiden sich dennoch in der Sicherheit beim Erhalt der einge-
setzten Losung, der erzielten Schwere zum Losen und der Komplexitit des Verfahrens
selbst. Wahrend das Sanchis-Verfahren in allen Féllen eine korrekte Losung garantieren
kann, erzeugen der Brock- und SynA3-Ansatz schwerere Probleme, bei geringerer Sicher-
heit, da diese noch ndher an der Struktur echter Zufallsgraphen orientiert sind.

Alle drei Verfahren zeigen jedoch, dass das Erreichen von Schwierigkeiten in der Néhe
von Zufallsgraphen meist nur durch Nachahmen der zufilligen Struktur selbst méglich
ist und insbesondere das Verstecken bzw. Angleichen der Knotengrade eine Rolle spielt.
Um dabei eine eingesetzte Losung als optimal zu erhalten, ist oftmals auf statistische
Uberlegungen zuriickzugreifen, und diese kénnen je nach GréBenordnung der betrachte-
ten Probleme stark variieren oder weitere Einschréankungen - wie eine Mindestgrofie der
eingesetzten Clique - mit sich bringen.

Abschlieend lésst sich iiber das Maximum-Clique-Problem mit den hier gewonnenen Er-
kenntnissen sagen, dass fiir das Erzeugen von Problemen mit bekannter optimaler Losung
kein perfektes Verfahren existiert. Jedoch erscheinen, je nach Einsatzrahmen, manche
Einschrankungen als hinnehmbar, da etwa Zufallsgraphen selbst in fast allen Féllen nur
Cliquen weniger bestimmter Groéflen aufweisen.

Fiir das Hamiltonian-Cycle-Problem wurden 3 Verfahren fiir das Erzeugen von Problemen
unter bekannter Losung untersucht. Die beiden Intuitiven Ansétze (SynH1 und SynH2)
erzeugen dabei auf trivialer Basis Probleminstanzen, welche die angedachte Lésung garan-
tieren kénnen und sich in Sachen Komplexitdt auf demselben Niveau wie Zufallsgraphen
derselben Struktur befinden. Das betrachtete Verfahren nach Petersen erzeugt Probleme,
die in der Regel leichter zu 16sen sind als zuféllige Probleme, vermutlich da diese stédrker
strukturiert sind.

Hier scheinen jedoch zuféllige Probleminstanzen im Allgemeinen nicht représentativ als
Mafstab fiir schwere Instanzen zu sein. Im entsprechenden Kapitel wurde daher auf wei-
terfiihrende Literatur verwiesen. Es ist jedoch denkbar, dass auch hier mit dem richtigen
Ansatz Probleminstanzen von héherer Komplexitéit erzeugbar sind.

Die Untersuchungen kénnen an diesem Punkt noch weiter fortgefithrt werden. Fiir beide
aufgegriffenen Verfahren existiert noch eine Vielzahl nicht betrachteter Verfahren bzw. fiir
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6 Diskussion

manche Konfigurationen wie die Hamming-Graphen mit einer Distanz von d > 3 konnte
nur die Grofle der Losung beziffert werden, nicht die genaue Knotenmenge. Auflerdem
wurde nur eine Variante der jeweiligen Problemstellungen betrachtet. Ob und inwiefern
hier betrachtete Ansétze auf beispielsweise gewichtete oder gerichtete Graphen {ibertrag-
bar sind, bleibt offen. Aulerdem wurden nur Probleme in einer fiir den Autor sinnvollen
berechenbaren Gréflenordnung getestet. Jedoch kann sich diese Gréflenordnung je nach
Einsatzgebiet deutlich unterscheiden und die vorgestellten Ergebnisse insbesondere be-
ziiglich Korrektheit oder Komplexitat dahingehend variieren.

Zum Schluss sei hier noch ein weiterer moglicherweise vielversprechender Ansatz zur
Erzeugung schwerer Probleminstanzen mit bekannter Losung erwdhnt: Wie Monasson
et al. [MZK™99| in ihrer Arbeit beschreiben, gibt es fiir das sogenannte Erfiillbarkeits-
problem (kurz “SAT”; die Frage, ob, bzw. fiir welche Variablenbelegung, eine logische
Aussage in konjunktiver Normalform, z.B. (x Vy) A (not z), erfiillbar ist) einen sogenann-
ten Phaseniibergang. Das bedeutet, dass in Abhéngigkeit von dem Verhéltnis der Anzahl
Klauseln zur Anzahl der Variablen ab einem gewissen Punkt die meisten Probleme von
meistens erfiillbar zu meistens nicht erfiillbar kippen. Gleichzeitig scheinen Probleme an
diesem Phaseniibergang fiir gdngige Losungsalgorithmen schwerer zu sein, als auflerhalb
des Ubergangs [MZK"99|. Basierend auf dieser Erkenntnis stellten Xu et al. [XBHLO7]
einen Generator vor, der schwere, erfiillbare Probleminstanzen fiir das SAT-Problem ent-
lang dieses Phaseniibergangs erzeugt.

Es wire daher noch interessant zu untersuchen, ob ein Ubersetzen dieser Probleme, in
beispielsweise das Maximum-Clique-Problem, zu schwereren Probleminstanzen als den
hier vorgestellten fiihrt, unter Erhalt einer bekannten Lésung. Der beschriebene Phasen-
iibergang konnte in dieser Arbeit leider nicht mehr ausreichend untersucht werden.
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7 Fazit

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass sich diese Arbeit mit der Frage beschéftigt hat,
ob und inwiefern das Erzeugen synthetischer Probleminstanzen mit bekannter Losung
flir NP-schwere Optimierungsprobleme wie dem Maximum-Clique-Problem oder dem
Hamiltonian-Cycle-Problem moglich ist.

Dazu wurden verschiedenste Verfahren analysiert und empirisch verglichen, von denen
sich manche als geeignet und manche als ungeeignet herausstellten. Die zentrale For-
schungsfrage kann daher insofern beantwortet werden, dass es fiir beide Problemfelder
moglich war, Probleminstanzen verschiedener Komplexitiats- und Korrektheitsstufen zu
erzeugen.

Je nach hinnehmbarer Einschrénkung kénnen die vorgestellten Ansétze etwa verwendet
werden, um Trainingsdaten fiir lernende Modelle zu erzeugen oder als Mafistab fir die
Effektivitdt von (approximativen) Algorithmen zu dienen.

Fiir zukiinftige Arbeiten wére es jedoch noch interessant, inwiefern diese Ansétze auf Va-
riationen der betrachteten Problemstellungen oder andere Problemstellungen tibertragbar
sind, oder welche anderen Verfahren entsprechend geeignet wéren.
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